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Sur un problème relatif au mouvement 
des corpuscules électriques dans l’espace cosmique. 


Par 
Carl Stormer, 


1. Dans quelques notes insérées dans les Comptes Rendus (voir t. 
CXLII p. 1580 et t. CXLIII p. 140, 408 et 460) et aussi dans une note qui 
vient d’être publiée dans «Archiv for Mathematik og Naturvidenskab 
tł. XXVIII », j'ai donné un résumé d'une série de recherches relatives aux 
trajectoires des corpuscules électriques dans l’espace sous l’influence du 
magnétisme terrestre, avec application aux aurores boréales et aux pertur- 
bations magnétiques. 

Dans ces recherches, j'ai supposé entre autres hypothèses que la 
gravitation et la force répulsive de la lumière n'avaient pas d'influence 
appréciable sur le mouvement des corpuscules, et que le soleil n’est pas 
entouré d’un champ magnétique. 

Si Pon ne fait pas ces hypothèses, le problème à résoudre devient 
plus difficile; on est amené à trouver d’abord les trajectoires des 
corpuscules au voisinage du soleil et ensuite au voisinage de la terre; 
on est alors conduit à un problème important à savoir celui-ci: 

Trouver quel est le mouvement d’un corpuscule électrique sous l’action 
des forces suivantes: 

. 1) l’action d'un champ magnétique donné; 

2) l'attraction vers un centre fixe; 

3) la force répulsive de la lumière émanant de ce même centre. Si 
l’on suppose que le soleil est chargé d'électricité, on aura encore à 
tenir compte 

4) de attraction ou de la répulsion électrique vers ce même centre fixe. 

Il est facile d'écrire les équations de mouvement du corpuscule dans 
ce cas; en effet les trois dernières forces sont inversement proportionnelles 
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au carré de la distance! et la première suit le loi de Biot-Savart. Si 


Pon place un système de coordonnées cartésiennes avec son origine au 


point fixe, on trouve alors ` 
AA a A x 
mia alten 
a A AA A BA I 
e = 145-25 + uo (I) 
d?z dx | a 
a TH 


où À et sont des constantes dépendant de la nature du corpuscule, de 
sa charge et de l'intensité des forces agissantes. 
On en tire d'abord 


didix , dyd*y | de de u dr 
TA ara dt dt? rat 


by += re 


où C est une constante d'intégration. 


d’où 


Donc, si v désigne la vitesse, on a 


2u 


ds 
Comme v = T cela donne 


ds 2 u 
FE C— m (I) 


2. Cela posé, supposons que le champ magnétique dérive d'un 
potentiel newtonien V et que ce potentiel est fonction de R et de z seuls 


(R= Vz? + y?). Introduisons des coordonnées semipolaires R et p définies 
par les équations 


x = À cos y, y = R sin y; 
cela donne : 


¿Py dit d [pr dø 

"de: de di dt (2) 

1 Si les corpuscules sont affectés par la force répulsive de la lumière, il faut supposer que 
leur vitesse est petite relativement à la vitesse de la lumière, Dans le cas contraire, 
l'action n'est pas si simple, 
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$ 5 
Or, par les équations (I) on trouve: 
we dix f dz dx dy 
AE ed 7 ' J 
AS [ea N res 414 +19) (3) 
Mais on a 
JAI AE IV y A 
DE Y= x = J = # 
Rte 25 at? AURORA NER 
IV 
er, 
et 
„ex dy par 
AAA Ko 
Donc 


dz dx dy VW da eV dR 
A Ar) OR dt a e) 

En substituant cela dans l’équation (3) et en tenant compte de l’équa- 
tion (2), il viendra donc: 


dlo. dy ,(p2Vdz SAL 
O La a 6) 


Or, nous allons voir que Von peut trouver une fonction & de R et 


de z telle que 


nor. Ip 
iR =S | 
et (6) 
1 2 Von Ip 
SAR 


En effet, pour cela il faut et il suffit que 


3 ae 2 
EAEE Der 


En développant cette condition, on aura 
92 SED 22V 
Re Pre —— 
IR? +32 932 
Mais, comme V est un potentiel newtonien, cette condition sera remplie; 
en effet, l'équation ci-dessus n’est que la transformée de l'équation de 


Laplace 
= av V V, 
TETT 


en y supposant V fonction de R et de z seuls, ce qu'on vérifie sans 


difficulté, 
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Donc, en introduisant cette fonction dans l'équation (5) il viendra 


(Re E 
FAT Er 


ce qui peut être intégré immédiatement et donne: 


RP ota (I) 


a étant une constante d’integration. 
En combinant les équations (II) et (III), on déduit la relation suivante: 


dp _ ppa 
ds a | coe (IV) 


R 


Comme dans ma note dans «Archiv etc.», cette équation (IV) est 
susceptible d’une interprétation géométrique importante. 

En effet, si l’on désigne par 0 langle que fait la tangente de la 
trajectoire avec le plan passant par l’axe des z et le point considéré, on a 


R = sin 6; donc 
ds 


D+a 
Re) CE (IV’) 
Y } 


sin 0 = 


Comme sin 6 est compris entre — 7 et + z, les inégalités 


E <= 
ee Ka 
= 
définissent les parties de l'espace dont la trajectoire ne peut sortir. 
3. Considérons le cas particulier où le champ magnétique est dû à 


un aimant élémentaire: de moment M placé à l’origine avec son axe le 
long de l’axe des z et le pôle sud vers les z positifs. Alors 


2 
Are (7) 
et 
OV. og MRE 
OR RO 


VA 
RIA 


a suite tits 
' 
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La fonction ® sera alors définie par les équations: 
Ip R?z 
Er N AM FE 
o R (3 22—r?) 
IR ac COS 
ce qui donne 
R2 
D = M = (8) 


Donc les parties de l’espace d’où la trajectoire ne peut sortir seront 
définies par les inégalités: 
, 
ar AMR? 
— 7 <= R yr —2 ur E (VE 


La forme de ces espaces dépend, comme on le voit, de M, A et u et 
des constantes d'intégration a et C. 

L'étude approfondie de ces espaces et de leurs diverses formes sera 
du plus haut intérét pour les applications physiques. 


4. Considérons un corpuscule lancé dans le plan ¿= 0, en supposant 
le champ magnétique dú á un aimant élémentaire, comme dans le para- 
graphe précédent. 

La force magnétique étant normale á ce plan et les autres forces y 
étant situées, le corpuscule se mouvra toujours dans ce plan. 

On aura donc comme solution particulière du probléme général le cas 
du mouvement dans le plan z= o. Il est facile dans ce cas d’integrer 
les équations différentielles par des quadratures. 

En cffet, comme alors 


dR? doy? 
AA 


on aura 
(sy CR! ouR — (aR HAM)? ., (0) 
as) T CR — 2 uR? 
équation qui peut être intégrée par des fonctions elliptiques. Cela fait, les 
équations 
dp__ aR+W Aro) 
ds R2.YCR?— 2uR 
et y 
LIA E (in) 
ds ¥CR—2u 


donnent p et ¢ par deux quadratures. 
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5. Parmi les trajectoires remarquables, signalons des cercles avec centre 
sur l'axe des z et situés dans des plans parallèles au plan des xy. 

J'ai été conduit à ces trajectoires par l'étude des espaces définis par 
l'équation (VI); en effet, parmi ces espaces il y en a une infinité qui ont 
la forme d’anneaux fermés et qui se réduisent dans les cas limites aux 
cercles d’espéce mentionnée. 

On reconnait immédiatement l’existence de pareilles trajectoires en posant 


ut ) 
x = T COS Wo COS| ———— 
2 COS a 


9 


P= COS th, ler) | (12) 


2 = Y,sin Yo 


et en cherchant à déterminer les constantes 7,, Y, et v de manière à satis- 
faire au système (I), qui, pour le cas où le champ magnétique est dû à 
un aimant élémentaire, est de la forme: 


aa (ré a à 

ou (a) RER 

Pees mer eee 
Dans le cas actuel, est constant, donc = o et ie =o, “Le Systeme 
‘peut donc s’écrire: 

TF = AM er) + gar | 

AR EJ = AM (3 2? — r?) Et uyr? 

DEDE [3 ame 3 My E + ur) | 


En substituant ici les valeurs de x, y et 2, On trouve, en posant pour 


abréger — =u 
Yo COSWo 
a cosy = — 4Mvr} (3 sin? : 
SIT = o (3 Sin? Wo — 1) cosa + prg COS Yo . COS x 
nr sinu = — Mori (3 sin? i É i 
Cosa =—/ o (3 Sin? Yo — 1) sinu + ur; cosy, . sinu 


0 = rsin p {3 Mor, cos p,(costu + sin?) + uri) 
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équations qui sont satisfaites identiquement, si 
y2y,2 
COS Wo 

et (13) 
sin Wo (3 AMvcos Wo + ur.) =0 


+ ur,cos Vo — Mo (3 sin? — 1)=0 | 


On aura deux cas a considérer, suivant que l’on choisit sin Yo = 0 
ou non. 


bay UN Ball D: Yo = 0 


On aura alors 
vr? — ur, + ¿My = 0 
d’où 


— u + Yu?— 41M? 


2 y? 


Yo = 


Par sa définition, 7, est toujours positif. Donc, si w est positif, il 
faut choisir le signe + devant le radical, ce qui donne: 


f Vu? — 4 MTS — u 
r, = 


2 y2? 


et de plus, il faut que Av soit négatif. 


Si u est négatif, u =— u, il viendra 


y — UE Vu — 41Mo3 
ME 2 v? 


Donc, si Àv est positif, on aura deux solutions 


tate 41M, 1 — Vu—4rMv 


Y, 
g 2 v? 2 v? 


pourvu que 
FAM DE ut 
les solutions se confondront en une seule, å savoir 


in 


ont 


si 41Mo? = u? et n'existent plus, si 4AMo$ > ui. 


Si Av est négatif, on naura qu'une seule solution, à savoir 


ps + Yu? — 440 


Sy 2 yÈ 
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Tous ces cercles sont situés dans le plan des ay. 


ame cas: 3, AMY COS Yo + ur, = 0. 


En substituant la valeur de 7, tirée de cette équation, dans la premiere 


des équations (13), on obtient:, 


Ae ¿9 124222. cos Wo — 3 ¿Mv cosy, — AMv (3 sin”, — 1) = 0 
u 


qui se-reduit à 


2432 M2 
YE Cos y, — 2 Lv = 0 
4l 

d’où 


2u’ 
COS Wo = — = 
Yo 914 Mo 
2u i 


3% 


r, doit être positif; donc u sera négatif, u = — u,, ce qui donne 


GATE | 
Fo = 6) | 
0 oe 
2 u? - (14) 
Re = 1 
com | 


Yo = — 


Comme cosy, sera >o et <r il faut ensuite que Av soit positif 


et que Lx 
o<2u} <gAMv 


Dans ces conditions, on aura donc des trajectoires qui sont des cercles 
situes dans des plans paralleles au plan des xy et dont les centres sont 
situés sur-l’axe dés .8;.c. q. 1. d. 

Dans un mémoire subséquent, nous allons étudier en détail les espaces 
dont les trajectoires ne peuvent sortir, et en tirer des conséquences, p. ex. 
pour la théorie d'Arrhenius, d’après laquelle les corpuscules sont émanés 
du soleil par la force répulsive de la lumière. 


Imprimé le 15 mai 1907. 


